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Motivations

e Smooth reconstruction : denoising, inpainting ...
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Intuitive energy

5(1<,u)=/ u—gl? dx+a/ Vul? dx
Q\K Q\K

fidelity smoothing

where :
e Q is the image domain
e g is a grayscale image
e u is an approximation of g
e K is the set of contours

Q
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Intuitive energy

E(K,u) z/ u—g|? dx—HX/ |Vu|* dx ~~ sensitive to noise
Q\K Q\K

fidelity smoothing

where :
e Q is the image domain
e g is a grayscale image
e u is an approximation of g
e K is the set of contours
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Isotropic Mumford-Shah functional
[Mumford and Shah, 1989]

MS(K,u):/ u—g|? dx+(x/ Vul? dx+AH (KNQ)
Q\K Q\K —_——

length
fidelity smoothing
where :
e Q is the image domain
e g is a grayscale image (g € L*(Q))
e u is an approximation of g (u € H'(Q\K))
e K is the set of contours
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Anisotropic Mumford-Shah functional

MS (K, u) :/Q\K|u—g|2 dx+a/Q\K|Vu|2 dx+l'/K(p(v) d#!

where :
e Q is the image domain
e g is a grayscale image (g € L*(Q))
e u is an approximation of g (u € H'(Q\K))

e K is the set of contours

e ¢ is an anisotropic norm (@ = |.||, = isotropic
case)

e V is the oriented normal
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Different approximation methods

e Level set : e Phase field :

©x O

[Vese and Chan, 2002]

e TV :

— staircasing effects

— we want a smooth reconstruction that keeps and extracts the contours
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Theoritical results
[ 1o}

Theorical results

SBV relaxation

MS(,,(K,u):a/ lu—gf? dx+/ IVl dx+7L/ o(v) dH"!
Q\K Q\K K

— shape optimisation problems
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Theorical results

SBV relaxation

MS (K, ) = a/ lu—gf? dx—l—/ Vul dx+/l/ o(v) dH"!
Q\K Q\K K
— shape optimisation problems
Relaxation of the functional [De Giorgi et al., 1989]
MSq(u /|u gl? dx+/ |Vu|? dx—l—?t/ v) dH"!

u€SBV(Q) ={uecL'(Q) : Vuis a finite Radon measure s.t. Vu = D*u+ D/u}
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Theoritical results
oe

I'-convergence

I™-convergence

Let Q be an open subset of RY. A sequence of functions (fz)eo is said to
I-converge to a function f in L'(Q), and we note f; L>f, if for all u € L'(Q),

i) for every sequence (ug)e~o such that ug — u,
liminf fo (ue) > /(u)
=0
ii) there is a sequence (ug)e~0 converging to u such that

limsup fe(ue) < f(u)

e—0

Minimizers convergence

(o)
Let (u¢) be a sequence of minimizers of (f¢) such that u, L@, Thenuisa

minimizer of f.
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Ambrosio-Tortorelli functional
Ambrosio-Tortorelli functional
Numerical results
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Ambrosio-Tortorelli functional
@0

Ambrosio-Tortorelli

Ambrosio-Tortorelli functional

MSy (i) :a/ lu—gl? aix—i—/ Vul dx—i—?t/ o(v) dH™!
Q Q Tu

where u € SBV(Q) = {u € LY(Q) : Vu is a finite Radon measure s.t.
Vu=D%+Du}
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Ambrosio-Tortorelli functional
@0
Ambrosio-Tortorelli

Ambrosio-Tortorelli functional

MS —oc/ lu—g? dx+/ Vul? dx+7t/ ) dH!

where u € SBV(Q) = {u € L'(Q) : Vu is a finite Radon measure s.t.
Vu=D%+Du}

— Approximation of Ambrosio and Tortorelli

Anisotropic Ambrosio-Tortorelli functional [Focardi, 2001]

We define on L!(Q) the functionals

dx

¢ P 2Vl 1(1-v)?
AT¢ (u,v) = |u gl dx+ |Vu|* de+ 2 8(p (Vv)+ P

Then ATY L, MSy.
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Ambrosio-Tortorelli functional
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Ambrosio-Tortorelli

Ambrosio-Tortorelli functional

1(1-v)?

ATE (u,v) :(x/ lu—g|? dx—|—/ V2 [ Vul? dx—!—?t/ £Q*(Vv)+ — dx
Q Q Q e 4

e g a grayscale image
e u an approximation of g

e v an approximation of the set of contours

> v =1 where there is no contour, i.e. Vu \‘(
is low I
> v goes to 0 when there is a contour, i.e.
Vu is high I
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Numerical results

Data

— Problems with — Strong depen- — Strong depen-
finite differences dance to contrast dance to noise
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Principle

ATE (u,v) :Ot/ |u— g|? dx+/ V2|Vl dx—l—?t/ e@*(Vv) + —
Q Q Q £

$7

€g

€3

51

€11 €12
58
€9
85
€6 €7
e4
)
el e

Discrete calculus tools
@000

Principle

59

S3

€10

es

1(1—v)?

dx
4

We define :
e 1. g:0-form — R on the vertices s;
e v:1-form — R on the edges ¢;
and :
e A is the matrix such that Vu = Au
e B is the matrix such that Vv =By
[Grady and Polimeni, 2010]
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Discrete calculus tools
0@00

Principle

Discrete AT

—)?
AT (w,v) = O‘/Q|”_g|2 dx+/QV2|W\2 dxHL/Qs(PZ(Vv)Jré% dx
.a/g(u_g)z = afu—g)'(u—-g)
° /sz|Vu|2 — vIv(Au)T (Au) = (Au)T diag(v)?(Au)
° s/g(pz(Vv) —
°£/Q(1*V)2 _ i(lfv)T(l—v)

AevIBTBv  (isotropic case)

4e

We have :

Ear(u,v) = o(u—g)T (u—g)+ (Au)Tdiag(v)*(Au) + AevI BTBv + j—g(l —T(1—-v)
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Discrete calculus tools

Principle
Gradients and exterior derivatives
*)
o
*0 |:| We define :
o 81/ Au = Jou
*) (Au)T = %50 %1 dou
/]\ *1 : By = Jdyv
a< o (Bv) = (doxh 9 %1 +*] dgx2dp)v
1 0
*0
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Discrete calculus tools
oooe

Principle

Metric

1
e input image of size N XN, h= N
e G; is the weight matrix on i—forms
Then

Vu = GoAG;'Au
Vv = (GoAG;'A+GBG;'B)v

[Grady and Polimeni, 2010]
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Discrete calculus tools
oooe
Principle

Metric

1
e input image of size N XN, h= N
e G; is the weight matrix on i—forms
Then

Vu = GoAG;'Au
Vv = (GoAG;'A+GBG;'B)v
[Grady and Polimeni, 2010]

As we want Oc/ (u—g)* dx = cst in [0,1]2, we choose Gy = h2ld, G| = hld, and
Q
Gy,=1d.
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Discrete calculus tools
oooe

Principle
Metric

1
e input image of size N XN, h= N
e G; is the weight matrix on i—forms
Then
Vu = GoAG;'Au
Vv = (GoAG;'A+GBG;'B)v
[Grady and Polimeni, 2010]

As we want Oc/ (u—g)* dx = cst in [0,1]2, we choose Gy = h2ld, G| = hld, and
Q
Gy,=1d.

Finally :
Ear(u,v) = ah®(u—g)" (u—g) + h(Au)" diag(v)? (Au) + Aehv BT By + i—:(l —nI1-v)

Discrete calculus tools for image reconstruction with the Mumford-Shah functional , 07/10/2015



Theoritical results Ambrosio-Tortorelli functional Discrete calculus tools
(e} [e]e]e} 0000e0000000
Numerical results

First test

e Size : 64 x 64
e Noise : 0.2
e =28
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00 000 000008000000
Numerical results

A =0.0781 A =0.0276 A =0.0097 A =0.0048 A =0.0034

A =0.0024 A =0.0017 A = 0.00006 A =0.00015 A =0.00007
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Numerical results

Discrete calculus tools
00@00000

L
0.0001

b02 1.Per ————
b02 1.Per/ATtot.
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Numerical results

Optimum

Data Uopt Vopt

Discrete calculus tools for image reconstruction with the Mumford-Shah functional , 07/10/2015



Theoritical results Ambrosio-Tortorelli functional Discrete calculus tools
(e} [e]e]e} 000000008000

Numerical results

Noise :
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Numerical results

Noise :
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Ambrosio-Tortorelli functional
[e]e]e}

Discrete calculus tools

000000000080
Numerical results

Noise :
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Conclusion
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Conclusion

e Continue with discrete calculus tools
> what about the anisotropic case 7
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Conclusion

e Continue with discrete calculus tools
> what about the anisotropic case 7
e Other applications :
> Inpainting
> Compression
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Fonction a variation bornée

Fonction a variation bornée

Soit Q un ouvert de R". On dit que u € L'(Q) est une fonction a variation
bornée sur Q s'il existe une mesure de Borel p (i.e. 1 est une forme linéaire et
continue sur CO(R") = {f :R" — C : limf(x) =0}) telle que

X—po0

—/udiv(p dx:/ ¢- du Vo € C7(Q,R")
Q Q

On définit alors la variation totale de u sur Q par

[Du|(Q) = sup [ udive dx
<182

Et on note BV(Q) I'espace des fonctions a variation totale bornée sur Q.

[]
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Ensemble des sauts

Ensemble des sauts

Soit u : R" — R une fonction mesurable. On définit la densité d'un point x par rapport
a un ensemble mesurable E par

D(x,F) = lim [ENBp ()]

=6 ¢€[0,1],
P TRE] i)

quand cette limite existe.
Et on pose les limites approximatives (quand elles existent)

ut(x) :=inf{t €R : D(x,{u>1})=0}
u (x):=sup{teR : D(x,{u<t})=0}

Par définition, I'ensemble des sauts de u est I'ensemble
Ju={xeR" : u(x) <u (x)}

L]

Discrete calculus tools for image reconstruction with the Mumford-Shah functional , 07/10/2015



Décomposition du gradient

Décomposition du gradient

Soit u € BV(R"). Le gradient Du de u se décompose comme
Du =D+ D'u+Du

tel que pour tout ensemble borélien B C R”

i) D%u est absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue) et vérifie
D%u(B) :/Vu(x) dx
B
ii) Du est portée par J, et vérifie Diu(B) = / n (ut (x) —u= (x))v(x) dH""" ot
B u

pour x € Jyy H'™ ' — pp., Vi€ [u (x),ut (x)], vu(x) = Vius1) (x) désigne le champ
de vecteurs normaux a J,

iii) Du est singuliere avec la mesure de Lebesgue et s'annule sur les ensembles qui
sont des réunions dénombrables de sous-ensembles de mesure ! finie.

L]
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Fonction spéciale a variation bornée

Fonction spéciale a variation bornée

Soit Q un ouvert de R". On dit que u € BV(Q) est une fonction spéciale a
variation bornée sur Q si D°u = 0. On note SBV(Q) |'espace des fonctions
spéciales a variation bornée sur Q.
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Propriétés de I'-convergence

Soit (fz) une suite qui -converge vers une fonction f dans L!(Q).

Convergence des minimiseurs
(

. . N Li(Q
Et soit (ug) une suite de minimiseurs de (f¢) telle que ug L@, , Alors u est un
minimiseur de f.

Semi-continuité inférieure

f est semi-continue inférieurement sur L!(Q).

Stabilité de la somme

Et soit g : L!(Q) — [0, +oo[ une fonction continue. Alors f; +g L>f—|—g dans
LI(Q).

L]
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Formule de monotonie

Formule de monotonie [Bucur and Luckhaus, 2014]

Soit u € SBV(Q) un presque-quasi minimiseur d'un probléme variationnel d'inconnue
(K,u) en 0. Alors

Vul? N—-1 3
Jo [ AT NGB0y

s By (0 1S e
p — E(p) := min o N + (N 1)ap

est croissante sur [0,dyq(0)].
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Théoreme de Modica-Mortola isotrope

Théoreme de Modica-Mortola [?]

Soit © un ouvert borné lipschitzien de R". Et soient W : R — [0, +oo[ une fonction
s’annulant seulement en 0 et 1, et u € BV(Q) telle que u € {0,1} p.p.
On considere les fonctionnelles

Ps(u):/g{guwuuéww)} e

et
P(u) = Co|Du|(Q)

ou Cy :2/0l vV W(s) ds.

Alors Pg L P dans LY(Q).

L]
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Théoreme de Modica-Mortola anisotrope

Théoreme de Modica-Mortola anisotrope [?]

Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R". Soit ¢ : R” — [0,+o0] une norme sur R"”. Et
soient W : R — [0,+4-co[ une fonction s’annulant seulement en 0 et 1, et u € SBV(Q)
telle que u € {0,1} p.p.

On considere les fonctions

PE(u) = /Q {€<P2(Vu)+éw(u)} dx

et
Pp(u) = Co/j o(v) dH"!

ou Cy :2/01 V W(s) ds.

Alors P? 5 Py dans L1(Q).

L]
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Fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli isotrope

Fonctionnelle d'’Ambrosio-Tortorelli isotrope [?]

Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R”. Et soit V : [0, 1] — [0, oo une fonction
s'annulant seulement en 1.
On considere les fonctionnelles définies sur L!(Q) x L!(Q) par

1
Ge(u,v) = /Q |:V2|Vu‘2 +€||Vv]> + EV(V) dx siu,ye WH(Q)et0<v<1

et
G(u) :/ |Vu|?> dx+4Cy dHY 1 (T,) siuecSBV(Q)etv=1pp.
Q

1
ol CV:2/ V V(s) ds.
0

Alors G¢ L G dans L! (Q).

[]
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Fonctionnelle d’ Ambrosio-Tortorelli anisotrope

Fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli anisotrope [Focardi, 2001]

Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R". Et soit V : [0,1] — [0,4cc[ une fonction
s'annulant seulement en 1.
On considére les fonctionnelles définies sur L!(Q) x L!(Q) par

1
G¢ (u,v) :/ [v2|Vu|2+8(p2(Vv) 4F EV(V)] dx si (u,v) € W2(Q,R") x W'2(Q)
Q
et0<v<1

et .
Go(u) :/ |Vul? dx+/ o(v,) dHN ' siueSBV(Q)etv=1pp.
Q Tu

1
ol CV:2/ V V(s) ds.
0
Alors GY L Gy dans Li(Q).

L]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
€]
€3 A= €
S]] ——— 83 e3
ey

§2 ———> 84

ey

[]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
-1 €]

A= €2
4> 53 e3
ey

€2

S2—>S4

[]

Discrete calculus tools for image reconstruction with the Mumford-Shah functional , 07/10/2015



Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
-1 1 (4]
e3 A= €
S]] ——— 83 e3

ey
e
—> S4
[ ]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
-1 1 0 0\ ¢
e3 A= €
s1 ——(53) e3
ey

€] €2

52 ——(s4)
ey

[]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
—1 1 0 0 €]
e Al 0 0 -1 1}e
eq

€] 2

52 ——(s4)
ey

[]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
—1 1 0 0 €]
o5 Al 0O 0 -1 1]e
— -1 0 1 0]e
ey
€] €2

§2 ———> 84
ey

[]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
—1 1 0 0 €]
o5 Al 0O 0 -1 1]e
S| —— 53 -1 0 1 0| e
0 -1 0 1/ e
€] €2

[]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
-1 1 0 0 (3]
e A0 0 -1 1)e
§] —— 53 —1 0 1 0| es3
0 —1 0 1 [
el h e

e Matrice d'incidence des 1—cellules (arétes) vers les
52 —— S,
2T 2—cellules (faces) :

(4] (5] es é4

B=( ) fi

[ ]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
-1 1 0 0 (3]
e A0 0 -1 1)e
§] —— 53 —1 0 1 0| es3
0 -1 0 1 [
el N e

e Matrice d'incidence des 1—cellules (arétes) vers les

§2 ———> 84

e 2—cellules (faces) :
(4] (5] es é4
B= (1 ) fi

[ ]
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

51 852 53 S4
—1 1 0 0 €]
es a0 0 1 1)e
S| ——— 53 1 0 1 0]e
0 —1 0 1 [

el fi e
e Matrice d'incidence des 1—cellules (arétes) vers les
2 2—cellules (faces) :

(4] (5] es é4

B=(1 -1 ) S
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
—1 1 0 0 €]
o a0 0 -1 1)e
S| ——— 53 ~1 0 1 0] e
0 —1 0 1 [

el h €
e Matrice d'incidence des 1—cellules (arétes) vers les
2 2—cellules (faces) :
(4] (5] es é4
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Opérateurs bords

Exemple pour 4 sommets

e Matrice d'incidence des O—cellules (nceuds) vers les
1—cellules (arétes) :

S1 52 53 S4
-1 1 0 0 (3]
es A 0 0 -1 1)e
§] —— 53 —1 0 1 0| es3
1 [

0 -1 0
€l @ [59)

e Matrice d'incidence des 1—cellules (arétes) vers les
[ J—
2T 2—cellules (faces) :

(4] (5] es é4

B=(1 -1 -1 1) 4

[ ]
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